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1. Introdution
Soient k un orps et p un nombre premier. Rappelons la dénition de la p-dimension de k
([Ser94℄, [Kat82℄).
Si p 6= car. k, on appelle p-dimension de k, la p-dimension ohomologique du groupe proni
Gk := Gal(k
se´p
/k), où k
se´p
est une lture séparable de k (f. [Ser94℄). C'est le plus petit entier
d (où l'inni si un tel entier n'existe pas) tel que pour tout Gk-module disret M de p-torsion et
tout n > d, les groupes Hn(Gk,M) soient nuls.
Si p = car. k, la dénition fait intervenir des invariants diérentiels. Pour tout shéma X et
tout entier i ∈ N, notons ΩiX :=
∧i
Ω1X/Z le OX -module des i-formes diérentielles absolues et
ΩiX,log le sous-faiseau étale abélien des formes diérentielles logarithmiques, 'est-à-dire loalement
engendré par les setions de la forme dlog(x1)∧· · ·∧dlog(xi), pour x1, . . . , xi ∈ O
×
X . On pose alors
Hip(k) := H
i
e´t(k,Ω
i−1
k,log[−(i − 1)]) ; 'est un analogue de H
i
e´t(k, µ
⊗i−1
p ) en aratéristique diérente
de p. (Voir 2.2.1 pour une dénition équivalente.) Enn, rappelons que le rang du k-module Ω1k
est égal au p-rang de k, 'est-à-dire au ardinal d'une p-base (absolue) de k (f. [ÉGA iv hap. 0
21.1℄) ; s'il est ni 'est également l'entier r pour lequel [k : kp] = pr.
Dénition 1.1 (Kazuya Kat, [Kat82℄, 0).  La p-dimension d'un orps k de aratéris-
tique p > 0 est le plus petit entier d (où l'inni si un tel entier n'existe pas) tel que Ωd+1k = 0 et
Hd+1p (k
′) = 0 pour toute extension nie k′/k.
L'objet de et artile est de démontrer le résultat suivant, onjeturé par K. Kat :
Théorème 1.2.  Soit A un anneau loal hensélien exellent, intègre de dimension d. Soient k
son orps résiduel, de aratéristique p > 0, et K son orps des frations. Alors, on a l'égalité
dimp(K) = dim(A) + dimp(k).
Dans op. it., e théorème est démontré par K. Kat dans le as partiulier essentiel où A
est un anneau de valuation disrète omplet (f. 2.3.1). Son théorème est une généralisation d'un
théorème de S. Lang ([Ser94℄, hap. II, 3.3 et 4.3) au as d'un orps résiduel non algébriquement
los. La néessité de prendre en ompte le p-rang dans le as d'un orps résiduel non néessairement
parfait avait été onjeturée par M. Artin dans [SGA4 x 2.2℄. La démonstration de K. Kat utilise
la K-théorie de Milnor, qui permet en aratéristique mixte, par l'intermédiaire des symboles
ohomologiques, diérentiels, et du théorème de Bass-Tate ([BT73℄, I 4.3), de faire le pont entre
la ohomologie galoisienne du orps des frations et les formes diérentielles absolue sur le orps
résiduel.
Le as de la dimension deux est également établi par K. Kat, en aratéristique mixte (et dans
le as d'un orps résiduel algébriquement los), dans [Sai86℄, 5. Sa démonstration, K-théorique,
repose sur le théorème de Merkurjev-Suslin ainsi que sur la résolution des singularités des surfaes.
Notons que si A est un anneau stritement loal exellent, intègre, de orps des frations K, et
ℓ un nombre premier inversible dans A, on a
dimℓ K = dim A,
omme onjeturé par M. Artin dans [SGA4 X 3.1℄. On a en eet dimℓ K ≥ dim A
([SGA4 X 2.4℄) ; par ailleurs, le premier auteur a réemment démontré que pour tout f ∈ A, on
a cdℓ(Spec(A[f
−1]) ≤ dim A ([Gab05b℄, 8) et don dimℓ K ≤ dim A par passage à la limite.
Donnons brièvement quelques indiations sur la méthode utilisée ii, qui suit de près la tehnique
d'algébrisation introduite par le premier auteur dans [Gab05a℄ et op. it. (voir également [Mat02℄,
théorème 2.2). Utilisant le théorème d'approximation de Popesu, on se ramène au as d'un anneau
loal omplet noethérien. En égale aratéristique, on utilise alors le théorème de Cohen-Gabber
([Gab05a℄, 8.1), dont la démonstration est rappelée en appendie (f. 7.1), qui préise le théorème
1
2de struture de Cohen et permet, grâe au théorème d'algébrisation d'Elkik, de faire de et anneau
le omplété d'un anneau loal hensélien essentiellement de type ni et de dimension relative un sur
un anneau loal omplet de dimension un de moins. Les prémies d'une telle idée se trouvent déjà
dans l'exposé de M. Artin [SGA4 xix 1 & 6℄. En aratéristiquemixte, dans le as où p est ramié
dans A, on utilise le théorème de Epp, ainsi que le théorème 1.2 en égale aratéristique, pour
pouvoir algébriser nos données. Dans les deux as, on proède par réurrene sur la dimension
de l'anneau, en utilisant le théorème de Kat (dimension un) et, en aratéristique mixte, un
théorème de omparaison hensélien/formel dû à K. Fujiwara et au premier auteur.
Le plan de l'artile est le suivant : après quelques rappels et ompléments sur la p-dimension
(2), on ommene par minorer la p-dimension du orps des frations (3). La démonstration est
très semblable à elle de K. Kat en dimension deux. Majorer la p-dimension est plus diile. On
ommene par le as d'égale aratéristique (4), qui nous permet de traiter ensuite le as d'inégale
aratéristique (5). En inégale aratéristique, le théorème prinipal est généralisé (6) au as
d'un ouvert ane de Spec(A[p−1]). Enn, dans un appendie (7), on rappelle la démonstration
du théorème de Cohen-Gabber mentionné i-dessus.
Le seond auteur souhaite remerier Lu Illusie pour d'utiles ommentaires sur les versions
préédentes de e texte, ainsi que Takeshi Sait et l'université de Tky pour leur haleureux
aueil durant le premier semestre 2006-2007.
2. p-dimension : rappels et ompléments
Dans ette setion on réunit divers lemmes (dont ertains ne sont mis que pour mémoire) qui
seront utiles aux ours des dévissages qui vont suivre (rédution au as normal, resp. omplet)
ainsi que l'énoné du théorème de Kat et d'un orollaire important.
2.1. p-rang. 
Lemme 2.1.1.  Soit k′/k une extension nie de orps de aratéristique p > 0. Alors, le p-rang
de k est égal au p-rang de k′.
Démonstration. On se ramène immédiatement aux as où k′/k est étale ou radiielle de degré p.
Dans le premier as, le morphisme anonique k′ ⊗k Ω
1
k → Ω
1
k′ est un isomorphisme et le résultat
s'obtient alors en onsidérant le rang de es modules. Dans le seond as, onsidérons a ∈ k′ tel que
k′ = k(a) et posons b := ap ∈ k. L'élément b n'appartient pas à kp et l'on peut don le ompléter
en une p-base {b, bi}i∈I de k. De l'égalité k
′p = kp(b), on déduit que l'ensemble {a, bi}i∈I forme
une p-base de k′.
Lemme 2.1.2.  Soit K un orps disrètement valué de aratéristique p, de omplété K̂. Si
[K : Kp] est ni, on a l'inégalité :
[K : Kp] ≥ [K̂ : K̂p].
Démonstration. Soit {b1, . . . , br} une p-base de K, de sorte qu'en partiulier K = K
p(b1, . . . , br).
Le sous-orps K̂p(b1, . . . , br) de K̂ ontient donK et, étant ni sur K̂
p
, est fermé dans K̂. L'égalité
K̂ = K̂p(b1, . . . , br), et la onlusion, en déoulent.
Remarques 2.1.3.  a) Il se peut que le p-rang de K soit dénombrable et elui de K̂ indé-
nombrable (f. [Bas78℄, 3). b) Le lemme est valable sans restrition sur la valuation : d'après
[Bourbaki, A.C. hap. 6, 8, N°2 Prop. 2℄, le arré ommutatif
K // K̂
K
Frob
OO
// K̂
Frob
OO
3induit une surjetion K̂ ⊗K K ։ K̂. L'inégalité désirée en résulte immédiatement.
Réiproquement :
Lemme 2.1.4.  Soit A un anneau loal hensélien exellent intègre de aratéristique p > 0, de
orps des frations K. Soient Â le omplété de A et K̂ son orps des frations. Alors,
[K : Kp] ≤ [K̂ : K̂p].
De plus, si [K : Kp] est ni, 'est une égalité.
Rappelons que Â est intègre ([ÉGA iv4 18.9.2℄).
Démonstration.  L'extension K̂/K est séparable de sorte que le morphisme anonique K̂ ⊗K
Ω1K → Ω
1
bK
est une injetion ([ÉGA 0
IV
20.6.3℄). Vérions la seonde assertion. Sous les hypothèses
faites, la normalisation de A dans K1/p est nie sur A, de sorte que Frob : A→ A est ni et que
le morphisme Â⊗A,FrobA→ Â est un isomorphisme (f. p. ex. [ÉGA 0I 7.3.3℄ ; rappelons à ette
oasion qu'un anneau exellent est noethérien). On en tire immédiatement que Ω1A ⊗A Â→ Ω
1
bA
est un isomorphisme. (Cela résulte du fait que Ω1A = Ω
1
Frob:A→A et de même pour Â.)
Lemme 2.1.5.  Soit A un anneau de aratéristique p > 0 possédant une p-base nie {bi}i∈I .
Pour tout entier n ≥ 0, l'ensemble {bi}i∈I ∪ {x1, . . . , xn} onstitue une p-base de l'anneau
A[[x1, . . . , xn]].
Démonstration.  Il sut de traiter le as où n = 1. Pour ϑ : I → [0, p−1], posons bϑ =
∏
i∈I b
ϑ(i)
i .
La onlusion résulte des déompositions :
A[[X ]] =
p−1⊕
i=0
A[[Xp]]X i,
A =
⊕
ϑ∈[0,p−1]I
Apbϑ,
et de la nitude de l'ensemble I.
Enn, signalons le lemme suivant :
Lemme 2.1.6.  Soit A un anneau intègre ayant une p-base {bi}i∈I . Alors, les éléments bi
forment une base de FracA.
Démonstration.  C'est immédiat en hassant les dénominateurs par une puissane p-ième.
2.2. Les groupes Hip(k). 
Proposition 2.2.1.  Soient k un orps et i un entier. Le groupe Hi+1p (k) := H
1
e´t(k,Ω
i
k,log) est
isomorphe au onoyau du morphisme
℘ = 1− C−1 : Ωik → Ω
i
k/dΩ
i−1
k
où 1 est la projetion anonique Ωik → Ω
i
k/dΩ
i−1
k et C
−1
l'isomorphisme de Cartier inverse. Le
morphisme ℘ est aratérisé par la formule :
xdlog(y1) ∧ · · · dlog(yi) 7→ (x− x
p) dlog(y1) ∧ · · · ∧ dlog(yi) mod dΩ
i−1
k .
Démonstration. Rappelons que l'on a une suite exate (de faiseaux étales abéliens sur Spec(k))
0→ Ωik,log → (Ω
i
k)d=0
1−C
→ Ωik → 0,
où C est l'opérateur de Cartier sur les formes fermées (f. [Ill79℄ hap. 0, 2.4 et [Tsu96℄, 6.1.1.).
(Pour i = 1, l'exatitude à gauhe est la aratérisation lassique due à P. Cartier des 1-formes
logarithmiques.) On déduit immédiatement de l'isomorphisme de Cartier que le noyau de 1 − C
s'identie naturellement au noyau de ℘. Il sut alors de onsidérer la suite exate longue de
4ohomologie assoiée et l'ayliité des faiseaux ohérents pour onlure. (Voir aussi [Kat89℄,
1.3.)
2.2.2. Exemples.  Pour tout orps k de aratéristique p > 0, on a H1p(k) = k/℘(k), où ℘ est le
morphisme d'Artin-Shreier usuel. En partiulier, il est trivial pour un orps séparablement los. Si
k est parfait (de façon équivalente : de p-rang nul), H2p(k) qui est en général un quotient de Ω
1
k 
est nul. On peut montrer plus préisément que H2p(k) s'identie au sous-groupe de Br(k) formé
des éléments annulés par p, par l'intermédiaire de l'appliation envoyant une forme diérentielle
ω = xdlog(y) (x ∈ k, y ∈ k×), sur l'algèbre entrale simple de rang p2 dénie par des générateurs
X,Y liés par les relations Xp −X = x, Y p = y et Y XY −1 = X + 1 (f. [Ser94℄, hap. ii, 2.2 et
[Ser68℄, hap. xiv, 5).
2.2.3. Trae.  Remarquons maintenant que l'on peut dénir une trae dans le présent ontexte.
La fontorialité ontravariante en le orps est quant à elle élémentaire.
Si k′/k est une extension nie étale de orps de aratéristique p > 0, la trae Tri,Ωk′/k : Ω
i
k′ → Ω
i
k
(déduite du morphisme Trk′/k : k
′ → k grâe à l'isomorphisme k′⊗k Ω
i
k
∼
→ Ωik) envoie dΩ
i−1
k′ dans
dΩi−1k et induit un morphisme, noté Tr
i,H
k′/k, de H
i+1
p (k
′) dans Hi+1p (k).
Si k′/k est nie non néessairement étale, de aratéristique p > 0, une telle trae est onstruite
par K. Kat à partir de la norme NKk′/k en K-théorie de Milnor (f. [BK86℄, p. 126 ; voir également
[Fuk01℄, 2). Cette trae est aratérisée par les propriétés suivantes :
i. pour i = 0, 'est la trae usuelle,
ii. le diagramme suivant est ommutatif :
KMi (k
′)
Ni,K
k′/k

dlog // Ωik′
Tri,Ω
k′/k

KMi (k)
dlog // Ωik
,
iii. on a ompatibilité ave d : d(Tri,Ωk′/k(ω)) = Tr
i+1,Ω
k′/k (dω) (pour ω ∈ Ω
i
k′ ),
iv. elle satisfait une formule de projetion : Tri+j(ω ∧ ω′) = Tri(ω) ∧ ω′ si ω ∈ Ωik′ et ω
′ ∈ Ωjk,
v. elle est ompatible aux extensions de orps : Tri,Ωk′/k ◦ Tr
i,Ω
k′′/k′ = Tr
i,Ω
k′′/k.
Si k′ = k(a)/k, où ap = b ∈ k, est une extension radiielle de degré p, il résulte de la ommuta-
tivité du diagramme i-dessus que l'on a Tr1,Ωk′/k(dlog(a)) = dlog(b), et de la formule de projetion
que l'on a, pour tout entier i ≥ 0 :
Tri,Ωk′/k
(
(
p−1∑
j=0
cja
j) dlog(a) ∧ dlog(b1) ∧ · · · ∧ dlog(bi−1)
)
= c0 dlog(b) ∧ dlog(b1) ∧ · · · ∧ dlog(bi−1),
où les cj appartiennent à k et les bj à k
×
.
On déduit de ette formule que la trae ommute au morphisme C−1 : Ωi → Ωi/dΩi−1(i) de
sorte qu'elle induit par passage au quotient un morphisme trae Tri,Hk′/k sur les H
i+1
p . De plus, on
onstate que le morphisme induit est une surjetion pour i égal au p-rang de k.
Le lemme immédiat suivant rend plus expliite la struture de Hr+1p (k), où r est le p-rang d'un
orps k omme quotient de Ωrk ≃ k. (Voir aussi 2.2.7 pour une démonstration du lemme 2.2.5
qui n'en fait pas usage.)
Lemme 2.2.4.  Soit k un orps de aratéristique p > 0 et b1, . . . , br une p-base. Pour toute
fontion ϑ : [1, r] → [0, . . . , p − 1], posons bϑ := b
ϑ(1)
1 · · · b
ϑ(r)
r et notons k>0 le sous-k
p
-espae
(i)
Dans le as radiiel de degré p, on se ramène aisément au fait que pour haque 0 < j < p et tous c ∈ k,
b, b′1, . . . , b
′
i−1 ∈ k
×
, on a cpbj−1db ∧ dlog(b′) = d( c
p
j
bjdlog(b′)) ∈ dΩi−1
k
, où l'on pose dlog(b′) := dlog(b′1) ∧ · · · ∧
dlog(b′i−1). Dans le as étale, ela résulte de e que Tr(a)
p = Tr(ap).
5vetoriel ⊕ϑ6=0k
pbϑ de k. L'isomorphisme k → Ωrk, déni par λ 7→ λdlog(b) := λdlog(b1) ∧ · · · ∧
dlog(br) induit par passage au quotient un isomorphisme de Fp-espaes vetoriels
k/
(
℘(k) + k>0
) ∼
→ Hr+1p (k).
Démonstration.  Calulons l'image dΩr−1k ⊂ Ω
r
k = k ·dlog(b) = ⊕ϑ
(
kp · bϑdlog(b)
)
. Pour haque
ϑ, i, onsidérons l'élément
ωϑ,i := b
ϑdlog(b1) ∧ · · · ∧ dlog(bi−1) ∧ dlog(bi+1) ∧ · · · ∧ dlog(br)
de dΩr−1k . Ces formes engendrent Ω
r−1
k omme k
p
-espae vetoriel. On a
dωϑ,i = (−1)
i+1ϑ(i)bϑdlog(b) =
(
(−1)i+1ϑ(i)
)p
bϑdlog(b).
Ainsi, faisant varier ϑ, i, on en déduit que
dΩr−1k = k>0 · dlog(b).
Le quotient Ωrk/dΩ
r−1
k s'identie don à k/k>0 par l'appliation λ mod k>0 7→ λdlog(b)
mod dΩr−1k , et le morphisme ℘ : Ω
r
k → Ω
r
k/dΩ
r−1
k à λ 7→ λ − λ
p mod k>0. Ainsi, H
r+1
p (k)
est isomorphe à
k/
(
k>0 + ℘(k)
)
.
Voii maintenant un analogue du lemme 2.1.1.
Lemme 2.2.5.  Soit K un orps disrètement valué de aratéristique p > 0, de p-rang r <
+∞. L'appliation anonique
Hr+1p (K)→ H
r+1
p (K̂)
est une surjetion. En partiulier, si Hr+1p (K) est nul, il en est de même de H
r+1
p (K̂).
Démonstration.  Si le p-rang de K̂ est stritement inférieur à r, Hr+1p (K̂) est nul et il n'y a rien
à démontrer. Supposons le don égal à r. Le morphisme déduit de la fontorialité ontravariante
en le orps orrespond, d'après le lemme 2.2.4 et sa démonstration, au morphisme anonique
K/
(
℘(K) +K>0
)
→ K̂/
(
℘(K̂) + K̂>0
)
.
(Les hoix de K>0 et K̂>0 se font relativement à une p-base ommune.) Il nous faut sut don de
montrer que le morphisme omposé
K →֒ K̂ ։ K̂/
(
℘(K̂) + K̂>0
)
est une surjetion. On va montrer plus préisément que le morphisme K → K̂/℘(K̂) est une
surjetion. Soit λ ∈ K̂ ; onsidérons λ0 ∈ K tel que v(λ− λ0) > 0. D'après le lemme i-dessous, il
existe α ∈ K̂ tel que λ− λ0 = ℘(α). Ainsi, λ ≡ λ0 modulo ℘(K̂).
Lemme 2.2.6.  Pour tout anneau loal A, omplet de aratéristique p > 0, le morphisme
℘ : A→ A, a 7→ a− ap, induit une surjetion mA → mA.
Démonstration.  Soit a ∈ A ; l'identité a = ℘(a) + ap entraîne par réurrene l'égalité
a = ℘(a+ ap + · · ·+ ap
n
) + ap
n+1
pour tout n ≥ 0. Pour a ∈ mA, la suite (a+ a
p + · · ·+ ap
n
)n≥0 onverge dans A vers un élément
b ∈ mA ; d'après l'égalité i-dessus on a alors a = ℘(b).
Remarque 2.2.7.  La onlusion du lemme 2.2.5 est vraie pour tous les groupes Hi+1p (et pas
seulement pour i = r). Il sut pour ela de montrer que Ωi
bK
est engendré (omme groupe abélien)
par ΩiK et les formes α
db1
b1
∧ · · · ∧ dbibi , où α ∈ mOcK (l'idéal maximal de l'anneau des entiers) et
les bj sont dans K̂
×
. Étant donné une forme β dx1x1 ∧ · · · ∧
dxi
xi
, β, xj ∈ K̂
×
, on peut trouver des
6yj ∈ K tels que v(xj − yj) > v(xj) et v(xj − yj)+ v(β) > v(xj). Posons αj :=
xj
yj
− 1, de sorte que
xj = yj(αj + 1) et don (pour haque j)
dxj
xj
=
dyj
yj
+
αj
αj + 1
dαj
αj
.
L'hypothèse sur les valuations signie que
αj
αj+1
et β
αj
αj+1
appartiennent à mOcK
.
Cela nous permet de remplaer les xj par les yj ; on onlut en approhant β omme i-dessus.
En dimension supérieure on a la réiproque suivante :
Proposition 2.2.8.  Soit A un anneau loal hensélien exellent intègre de orps des frations
K. Soient Â son omplété et K̂ le orps des frations de Â. Supposons les p-rangs de K et K̂
égaux à un entier r < +∞. Le morphisme anonique
Hr+1p (K)→ H
r+1
p (K̂)
est une injetion.
La démonstration fait usage de la généralisation suivante du théorème d'approximation d'Artin :
Théorème 2.2.9 (Dorin Popesu, [Pop86℄, théorème 1.3).  Soit A un anneau loal ex-
ellent hensélien. Pour tout système système ni d'équations polynomiales à oeients dans A,
l'ensemble des A-points est dense, pour la topologie mA-adique, dans l'ensemble des Â-points.
Démonstration de la proposition 2.2.8.  Soit {b1, . . . , br} une p-base de K ; 'est également une
p-base de K̂ (2.1.4). Quitte à les multiplier par une puissane p-ième onvenable, on peut supposer
les bi dans A. Soient K>0 et K̂>0 omme en 2.2.4, relativement à es bases. Il s'agit de montrer
que si un élément λ ∈ K appartient à ℘(K̂)+K̂>0, il appartient également à ℘(K)+K>0. Érivons
λ =
(α0
β0
− (
α0
β0
)p
)
+
∑
ϑ6=0
(αϑ
βϑ
)p
bϑ,
où les α⋆ sont dans Â, les β⋆ dans Â − {0}, et ϑ parourt, omme dans lo. it., l'ensemble des
appliations [1, r]→ [0, p− 1]. De façon équivalente, l'équation à oeients dans A(∏
ϑ
Yϑ
)p
λ =
( ∏
ϑ6=0
Yϑ
)p
·
(
Y p−10 X0 −X
p
0
)
+
∑
ϑ6=0
Xpϑ
( ∏
ϑ′ 6=ϑ
Y pϑ′
)
bϑ
a pour solution
Xϑ = αϑ, Yϑ = βϑ,
où ϑ parourt ette fois-i [0, p− 1][1,r] ∪ {0}.
D'après le théorème d'approximation i-dessus, ette équation a également une solution dans
A, dont les oordonnées Y sont non nulles, de sorte que λ appartient bien à ℘(K) +K>0.
Remarque 2.2.10.  Du fait que l'on peut dénir un opérateur de Cartier inverse C−1 : ΩiA →
ΩiA/dΩ
i−1
A pour tout anneau A de aratéristique p ([Kat70℄, 7.2), on peut également déduire le
résultat préédent (en tout degré) de l'énoné 5.2.2.
Corollaire 2.2.11.  Sous les hypothèses de 2.1.4, on a l'inégalité
dimp(K) ≤ dimp(K̂),
où p est la aratéristique du orps K.
Démonstration.  Si [K : Kp] < [K̂ : K̂p], il n'y a rien à démontrer de sorte que l'on peut
supposer les p-rangs nis, égaux à r ∈ N. Il faut montrer que si Hr+1p (K
′) 6= 0 pour une extension
nie K ′ de K, il existe une extension nie L/K̂ telle que Hr+1p (L) 6= 0. D'après la proposition
préédente, il sut de onsidérer le orps des frations du omplété du normalisé de A dansK ′.
(D'après 1.2, ette inégalité est en fait une égalité.)
Terminons par une propriété d'invariane, élémentaire mais ruiale, de la p-dimension.
7Lemme 2.2.12.  Soient k un orps, k′/k une extension nie et p un nombre premier. Si
dimp(k) est ni, on a égalité :
dimp(k) = dimp(k
′).
Démonstration.  Si p est inversible sur k, 'est [Ser94℄, hapitre ii, ¶4.1, proposition 10. Si
p = car. k, on sait déjà (2.1.1) que les p-rangs sont égaux. Il en résulte que l'on a une inégalité :
dimp(k) ≥ dimp(k
′). Supposons r = p-rang(k) ni. Quitte à remplaer k par une extension nie
et k′ par une extension omposée, on est ramené à montrer que si Hr+1p (k
′) = 0, on a également
Hr+1p (k) = 0. Cela résulte de la surjetivité de la trae (2.2.3).
2.3. Le théorème de Kat. 
Théorème 2.3.1 (Kazuya Kat, [Kat82℄).  Soit A un anneau de valuation disrète hensé-
lien exellent de orps résiduel k de aratéristique p > 0 et de orps des frations K. On a
l'égalité
dimp(K) = 1 + dimp(k).
Rappelons que l'hypothèse d'exellene signie ii que l'extension Frac Â/FracA est séparable.
Le leteur pourra onsulter ave prot l'exposé de J.-L. Colliot-Thélène [CT99℄ pour une
démonstration du théorème i-dessus.
Voii maintenant un orollaire du théorème préédent, qui est l'analogue du (orollaire au)
théorème de Tsen ([Ser94℄, hapitre ii, 3.3 et 4.2).
Corollaire 2.3.2 (Kazuya Kat et Takako Kuzumaki, [KK86℄)
Soient K/k une extension de degré de transendane N , et p un nombre premier. On a l'inégalité
dimp(K) ≤ N + dimp(k).
(La démonstration du orollaire se fait par rédution au as bien onnu de la aratéristique
nulle.)
Remarque 2.3.3.  Cette même méthode permet de déduire l'invariane de la p-dimension par
extension nie du théorème de Kat.
Terminons ette setion par une variante, élémentaire mais plus expliite, du théorème 2.3.1,
qui semble laissée en exerie au leteur dans la littérature (f. p. ex. [Kat82℄).
Proposition 2.3.4.  Soit k un orps de aratéristique p > 0 et de p-rang r < +∞. Le mor-
phisme
Hr+1p (k)→ H
r+2
p
(
k((t))
)
envoyant la lasse de ω sur la lasse de ω ∧ dlog(t) est un isomorphisme.
Démonstration.  Soit {b1, . . . , br} une p-base du orps k ; il résulte de 2.1.5 et 2.1.6 que
{b1, . . . , br, t} est une p-base de k((t)). Considérons k>0 et k((t))>0 omme en 2.2.4 relative-
ment à es p-bases. (Rappelons que k((t))>0 est un sous k((t))
p
-espae vetoriel de k((t)).) Le
morphisme ω 7→ ω ∧ dlog(t) de l'énoné orrespond au morphisme anonique
k/
(
℘(k) + k>0
)
(⋆)
→ k((t))/
(
℘
(
k((t))
)
+ k((t))>0
)
(où ℘ est le morphisme d'Artin-Shreier usuel) déduit de l'inlusion k →֒ k((t)) par passage au
quotient.
Vérions que (⋆) est une surjetion. Puisque tout élément de k((t)) de valuation stritement
positive est dans l'image de ℘ (f. lemme 2.2.6 i-dessus), il sut de montrer que tout élément
a−nt
−n + · · · a−1t
−1 + a0 est ongru modulo ℘
(
k((t))
)
+ k((t))>0 à un élément de k ⊂ k((t)). On
peut supposer a0 = 0. Montrons par réurrene sur n ≥ 1 que pour haque a ∈ k, l'élément at
−n
appartient à ℘
(
k((t))
)
+k((t))>0. Par onstrution, pour tout a ∈ k, tout r ∈ Z et tout i ∈ [1, p−1],
l'élément (atpr) · ti appartient à k((t))>0 de sorte que le résultat est aquis pour n premier à p.
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as où n est un multiple de p, n = rp. Érivons a = ap0+ a>0 où a0 ∈ k
et a>0 ∈ k>0. On peut alors déomposer at
−rp
en :
a
trp
=
(a0
tr
)p
+
a>0
trp
.
Le seond terme,
a>0
trp , appartient à k((t))>0 ; le premier terme est égal à
a0
tr − ℘
(
a0
tr
)
. L'entier r
étant stritement inférieur à rp, on peut déduire de l'hypothèse de réurrene que
(
a0
tr
)p
appartient
à ℘
(
k((t))
)
+ k((t))>0.
Vérions maintenant que (⋆) est une injetion. Soit a ∈ k tel que a ∈ ℘
(
k((t))
)
+ k((t))>0 et
montrons qu'il appartient à ℘(k) + k>0. Érivons a = ℘(b
− + b0 + b
+) + b>0, où b0 ∈ k, b
−
(resp.
b+) est un polynme en t−1 (resp. une série en t) sans terme onstant, et b>0 ∈ k((t))>0. Puisque
℘(b−) (resp. ℘(b+)) est également un polynme en t−1 (resp. une série en t) , sans terme onstant,
et que ℘(b0) appartient à ℘(k), il sut de vérier que le terme onstant de b>0 appartient à k>0.
Rappelons à ette n que l'on a la déomposition :
k((t))>0 =
( ⊕
i∈[1,p−1],ϑ
k((t))pbϑti
)
⊕
(⊕
ϑ6=0
k((t))pbϑ
)
,
où ϑ parourt l'ensemble des fontions [1, r] → [0, p − 1]. La première somme direte ne ontri-
bue pas au terme onstant don il sut de vérier que le terme onstant d'un élément de⊕
ϑ6=0 k((t))
pbϑ appartient à k>0 ; 'est lair.
3. Minoration de dimp(K)
Dans ette setion, on démontre l'inégalité suivante, où A, K et k sont omme dans 1.2 :
dimp(K) ≥ dim(A) + dimp(k).(3.a)
3.1.  Soit Aν le normalisé de A dans son orps des frations. L'anneau A étant exellent (f.
[ÉGA iv2 7.8℄), il est également universellement japonais, de sorte que A
ν
est ni sur A. Ce
dernier étant hensélien et Aν étant intègre, l'anneau Aν est loal. Il est également hensélien et
exellent.
Soit kν le orps résiduel de Aν ; 'est une extension nie de k de sorte que d'après 2.2.12, il
sut de démontrer 3.a dans le as partiulier où A est normal.
3.2. Le as d'inégale aratéristique (f. [Sai86℄, 5).  Soit A omme i-dessus, de di-
mension ≥ 2, et p un idéal premier de hauteur un. Soit B le loalisé Ap  de orps des frations K
, B̂ son omplété, et L le orps des frations de B̂. Puisque toute L-algèbre étale est induite par
une K-algèbre étale ([SGA4 x 2.2.1℄), le morphisme GL → GK est une injetion. Compte tenu
de la déroissane de la dimension ohomologique par passage à un sous-groupe fermé ([Ser94℄,
hapitre I, 3.3, proposition 14), on a don :
(⋆⋆) cdp(K) ≥ cdp(L).
Le orps L étant le orps des frations d'un anneau de valuation disrète omplet (don hensélien,
exellent), on a de plus l'inégalité
cdp(L) ≥ 1 + dimp(κ(B)),
où κ(B) est le orps résiduel de B. Cela résulte du théorème 2.3.1. On ahève la démonstration, par
réurrene, en remarquant que κ(B) est le orps des frations de l'anneau loal intègre hensélien
exellent A/p, de dimension dim(A)− 1.
93.3. Le as d'égale aratéristique.  Proédant omme i-dessus, il nous sut de démontrer
l'analogue de (⋆⋆) pour la p-dimension. C'est le ontenu du lemme i-dessous.
Lemme 3.3.1.  Soient K un orps disrètement valué de aratéristique p > 0 et K̂ son om-
plété. L'inégalité suivante est satisfaite :
dimp(K) ≥ dimp(K̂).
Démonstration.  Si K et K̂ n'ont pas le même p-rang, il n'y a rien à démontrer (f. 2.1.1) ;
supposons don qu'ils sont égaux à un entier r < +∞ et qu'il existe une extension nie L′/K̂
telle que Hr+1p (L
′) 6= 0. Il nous faut alors montrer qu'il existe une extension nie L/K telle que
Hr+1p (L) 6= 0. Soit k
′
le orps résiduel de L′ ; 'est une extension nie du orps résiduel k des orps
disrètement valués K et K̂. Il existe don une extension nie L/K telle que OL/mOK = k
′
: on
se ramène immédiatement au as où k′/k est monogène, qui est bien onnu (f. p. ex. [Ser68℄,
hapitre I, proposition 15 ; voir aussi [ÉGA 0
iii
10.3.1-2℄). En partiulier, le omplété L̂ de L est
(abstraitement) isomorphe à L′ (tous deux isomorphes au orps des séries de Laurent k′((t))).
D'après le lemme 2.2.5, pour un tel orps L, le morphisme Hr+1p (L)→ H
r+1
p (L̂) ≃ H
r+1
p (L
′) 6= 0
est une surjetion. Ainsi, Hr+1p (L) 6= 0, omme esompté.
4. Majoration de dimp(K) : le as d'égale aratéristique
Dans ette setion, on démontre par réurrene sur la dimension l'inégalité suivante, où A, K
et k sont omme dans 1.2, et où l'on suppose de plus A de aratéristique p > 0 :
dimp(K) ≤ dim(A) + dimp(k).(4.a)
Il résulte de 3.a et 2.2.11 que l'on peut supposer A normal omplet. (On utilise également le
fait que le omplété d'un anneau loal exellent normal est normal ([ÉGA iv 7.6.1℄).)
Notons d la dimension de A, k son orps résiduel, r le p-rang de k, que l'on peut supposer ni,
et K le orps des frations de A. Commençons par un lemme élémentaire.
Lemme 4.1.  Sous les hypothèses préédentes, on a :
p-rang(K) = d+ r.
Démonstration.  D'après le théorème de struture de Cohen [ÉGA 0
iv
19.8.8 ii℄, il existe un
sous-anneau A0 de A, isomorphe à k[[t1, . . . , td]], tel que le morphisme Spec(A) → Spec(A0) soit
ni de sorte que p-rangK = p-rangFrac(A0) (2.1.1). D'après 2.1.5, le terme de droite est égal à
d+ r.
Il nous faut don montrer que si dimp(k) = r ('est-à-dire si H
r+1
p (k
′) = 0 pour toute ex-
tension nie k′/k), hypothèse que nous allons maintenant supposer satisfaite, on a également
Hd+r+1p (K
′) = 0 pour toute extension nie K ′/K. Il sut de montrer que Hd+r+1p (K) = 0.
4.2.  Posons n = d+r et onsidérons un élément de ΩnK , que l'on érit
ω
f , où ω ∈ Ω
n
A/torsion et
f ∈ mA − {0}. D'après le théorème de struture de Cohen-Gabber (7.1), il existe un sous-anneau
A0 de A, isomorphe à k[[x1, . . . , xd]] tel que le morphisme π : Spec(A) → Spec(A0) soit ni et
génériquement étale. Soit f0 = NX/X0 (f) ∈ A0 la norme de l'élément f ([ÉGA ii 6.5℄). L'élément
f0 divise f de sorte que l'on peut supposer, et l'on supposera, que l'élément f appartient à A0.
Considérons le fermé R de X0 := Spec(A0) au-dessus duquel le morphisme π est ramié. Il existe
un élément non nul a ∈ A0 tel que R soit ontenu dans le fermé V (a). Enn, quitte à remplaer a
et f par af , on peut supposer a = f .
Rappelons le théorème de préparation, qui nous permettra de rendre le lieu de ramiation ni,
par projetion, sur un shéma de dimension un de moins.
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Théorème 4.3 (Théorème de préparation de Weierstraÿ, [Bourbaki, A.C. hap. vii,
3, N°7-8 ℄)
Soient A un anneau loal séparé omplet d'idéal maximal m et n un entier.
i. Soit k un entier et f ∈ A[[X,T ]] (X = {X1, . . . , Xn}) une série entière k-régulière relative-
ment à T , 'est-à-dire ongrue à (u ∈ A[[T ]]×) · T k modulo (m, X). Pour tout g ∈ A[[X,T ]],
il existe un unique ouple (q, r) ∈ A[[X,T ]]×A[[X]][T ] tel que g = qf + r et degT (r) < k.
ii. Soit k un entier. Si f ∈ A[[X,T ]] est k-régulière relativement à T , il existe un polynme
P = T k +
∑
i<k piT
i
, où pi ∈ (m, X)A[[X ]], et une unité u ∈ A[[X,T ]]
×
tels que f = uP .
iii. Soit f ∈ A[[X,T ]] non nulle modulo m. Il existe un entier k et un automorphisme A[[T ]]-
linéaire c de A[[X,T ]], tel que c(Xi) = Xi + T
N
i et c(f) soit k-régulier.
D'après (iii) et (ii), quitte à hanger de oordonnées, on peut supposer a et f égaux à un
même polynme unitaire en xd, dont les autres oeients appartiennent à l'idéal maximal
de k[[x1, . . . , xd−1]]. On notera G e polynme, qui appartient en partiulier à l'anneau A˜0 :=
k[[x1, . . . , xd−1]]{xd}, hensélisé de k[[x1, . . . , xd−1]][xd] en l'origine.
Lemme 4.4.  Soient B un anneau loal omplet noethérien et P ∈ B[X ] un polynme de la
forme Xn +
∑
i<n biX
i
, où bi ∈ mB.
i. Le omplété (P )-adique de B{X} s'identie à B[[X ]].
ii. La paire
(
Spec(B{X}), V (P )
)
est hensélienne.
Démonstration.  Vérions (i). Soit Q ∈ B[X ] un polynme unitaire. Il résulte de 4.3 (i), que
l'anneau quotient B[[X ]]/(Q) est isomorphe omme B-module à B[X ]/(Xdeg(Q)) et en partiulier
ni sur B. Son sous-anneau (par dèle platitude) B{X}/(Q) est don également ni sur B, don
omplet, et nalement isomorphe à B[[X ]]/(Q). Utilisant e fait pour Q = Pn, n ≥ 0, on en
déduit que le séparé-omplété (P )-adique de B{X} est isomorphe à elui de B[[X ]] ; e dernier est
isomorphe à B[[X ]] si l'on suppose de plus que P n'est pas onstant.
Vérions (ii). Rappelons qu'une paire (Spec(C), V (I)) est dite hensélienne si pour tout poly-
nme f ∈ C[T ], toute raine simple de g dans C/I se relève en une raine dans C. On laisse le
soin au leteur de vérier que pour tout anneau loal hensélien C et tout idéal I ⊂ mC , la paire
(Spec(C), V (I)) est hensélienne. On applique alors e résultat à C = B{X} et I = (P ).
Terminons es rappels par l'énoné du théorème d'algébrisation suivant :
Théorème 4.5 (Renée Elkik, [Elk73℄, théorème 5).  Soient (X = Spec(A), Y = V (I))
une paire hensélienne ave A noethérien, et U le sous-shéma ouvert omplémentaire de Y dans X.
Notons XbY le omplété de X le long de Y , Ŷ le fermé orrespondant à Y et Û son omplémentaire
dans XbY . Le fonteur X
′ 7→ X ′×X XbY induit une équivalene de atégories entre la atégorie des
X-shémas nis, étales sur U , et la atégorie des XbY -shémas nis, étales sur Û .
Reprenons les notations en vigueur après le théorème 4.3. Le fermé V (G), ontenant le lieu de ra-
miation, étant déni par une équation polynomiale unitaire à oeients dans k[[x1, . . . , xd−1]],
il résulte du lemme 4.4 et du théorème 4.5 que l'on peut algébriser le morphisme π : Spec(A)→
Spec(A0). En d'autres termes, on a un diagramme artésien :
X = Spec(A)
π

// X˜ = Spec(A˜)
ni, gén. étale

X0 = Spec(A0) // X˜0 = Spec(A˜0)
où, rappelons-le, A˜0 est k[[x1, . . . , xd−1]]{xd}.
D'après le lemme 4.4, appliqué à B = k[[x1, . . . , xd−1]] et P = G, l'anneau omplet A, ni sur
A0, s'identie au omplété (G)-adique de A˜. On peut don déomposer
ω
G en
ω
G
=
ω˜
G
+ ω′
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où ω˜ ∈ Ωn
eA
/torsion et ω′ ∈ GΩnA/torsion ⊂ mAΩ
n
A/torsion.
Le orps des frations K˜ de A˜ est de degré de transendane un sur le orps des frations L de
k[[x1, . . . , xd−1]]. Par hypothèse de réurrene sur la dimension, et ompte tenu du fait que l'on a
supposé dimp(k) = p-rang(k), on a
dimp(L) ≤ (d− 1) + dimp(k) = d− 1 + r.
Enn, d'après le orollaire au théorème de Kat (2.3.2), on a
dimp(K˜) ≤ dimp(L) + 1.
Finalement, dimp(K˜) ≤ d+ r. Ainsi, la lasse de
eω
G dans H
r+1
p (K˜) est nulle ; a fortiori son image
dans Hr+1p (K) l'est également.
On ahève la démonstration en remarquant que la lasse ω′, m-adiquement prohe de zéro, est
elle-aussi nulle dans Hr+1p (K) : ela résulte d'une variante de 2.2.6, laissée en exerie au leteur.
5. Majoration de dimp(K) : le as d'inégale aratéristique
5.1.  Dans ette setion, on démontre par réurrene sur la dimension l'inégalité suivante, où
A, K et k sont omme dans 1.2, et où l'on suppose de plus A de aratéristique nulle :
cdp(K) ≤ dim(A) + dimp(k).(5.a)
Il résulte de 3.a que l'on peut supposer A normal. Comme en 2.2.11 on utilise le théorème
d'approximation de Popesu, sous la forme suivante, pour se ramener au as omplet.
5.2. Rédution au as omplet. 
Lemme 5.2.1.  Soit A un anneau loal hensélien exellent intègre de orps des frations K.
Soient Â son omplété et K̂ son orps des frations. Il existe un ensemble ltrant de sous-K-
algèbres de type ni (Bi)i∈I de K̂ tel que K̂ = colimBi et haque morphisme Spec(Bi)→ Spec(K)
ait une setion.
Corollaire 5.2.2.  Soient A omme en 5.2.1 et F un fonteur de loalement présentation nie
(A− algèbres)→ Ens. Le morphisme anonique F(K)→ F(K̂) est une injetion.
D'après [SGA4 vii 5.7℄, on en déduit :
Corollaire 5.2.3.  Soient A omme en 5.2.1, p un nombre premier et i un entier. Le mor-
phisme anonique
Hi(Spec(K)e´t,Z/p)→ H
i(Spec(K̂)e´t,Z/p)
est une injetion.
Démonstration du lemme 5.2.1.  Il sut de démontrer que pour toute sous-K-algèbre de type
ni B de K̂, le morphisme Spec(B) → Spec(K) a une setion. L'inlusion K-linéaire B → K̂
orrespond à un K̂-point d'un système d'équations onvenables f1, . . . , fr (dénissant B sur K)
que l'on peut supposer à oeients dans A. Quitte à hasser omme en 2.2.8 (démonstration)
les dénominateurs, on peut appliquer 2.2.9 pour obtenir un K-point, 'est-à-dire une setion du
morphisme Spec(B)→ Spec(K).
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5.3.  En plus des hypothèses en vigueur dans 5.1, on suppose maintenant A omplet.
Pour pouvoir utiliser le théorème de struture de Cohen-Gabber (7.1)  qui suppose la  bre
spéiale  réduite , nous ferons usage du théorème suivant :
Théorème 5.3.1 (Helmut Epp, [Epp73℄, théorème 1.9).  Soit T → S un morphisme lo-
al dominant de traits omplets, de aratéristique résiduelle p > 0. Notons κS et κT leurs orps
résiduels respetifs. Supposons κS parfait et le sous-orps parfait maximal de κT algébrique sur
κS. Il existe une extension nie de traits S
′ → S telle que le produit bré réduit normalisé
T ′ := (T ×S S
′)νre´d
ait une bre spéiale réduite au-dessus de S′.
Remarque 5.3.2.  En aratéristique mixte, on vérie immédiatement que le produit bré
T ×S S
′
est réduit et que si l'on suppose seulement S omplet (mais pas néessairement T ), la
onlusion est enore valable. (Cf. lo. it., 2 pour le as général.)
5.3.3.  Commençons par vérier que l'hypothèse sur les orps résiduels est satisfaite dans de
nombreux as. Nous dirons qu'une extension de orps K/k de aratéristique p > 0 a la propriété
de Epp si tout élément du sous-orps Kp
∞
:= ∩i≥0K
pn
de K est algébrique séparable sur k.
Lemme 5.3.3.a.  Pour tout orps K de aratéristique p > 0, on a, dans une lture séparable
K
se´p
de K,
(Kp
∞
)
se´p
= (K
se´p
)p
∞
.
Démonstration.  L'inlusion (Kp
∞
)
se´p
⊂ (K
se´p
)p
∞
est évidente : Kp
∞
est parfait don toute
extension algébrique, en partiulier sa lture séparable (Kp
∞
)
se´p
, l'est également. Comme ette
dernière est ontenue dansK
se´p
, elle est également ontenue dans son plus grand sous-orps parfait
(K
se´p
)p
∞
.
Réiproquement, onsidérons x ∈ (K
se´p
)p
∞
, et notons, pour haque entier n ≥ 0, xn sa raine
pn-ième dans K
se´p
et fn son polynme minimal (unitaire). Compte tenu d'une part de l'expression
de fn en fontion des polynmes symétriques en les onjugués galoisiens de xn et d'autre part de
l'injetivité et de l'additivité de l'élévation à la puissane pn-ième, on a l'égalité f0 = f
(pn)
n , où
f
(pn)
n est le polynme obtenu à partir de fn en élevant les oeients à la puissane p
n
-ième. Il en
résulte que les oeients du polynme minimal f0 de x appartiennent à K
p∞
.
Proposition 5.3.3.b (Cf. [Epp73℄, 0.4). 
i. Soient L/K et K/k ayant la propriété de Epp. Alors, L/k a la propriété de Epp.
ii. Toute extension nie a la propriété de Epp.
iii. Pour tout entier d, et tout orps k, l'extension
(
Frac k[[x1, . . . , xd]]
)
/k a la propriété de Epp.
iv. Soient A un anneau loal omplet noethérien intègre, et k ⊂ A un orps de représentants
(s'envoyant isomorphiquement sur le orps résiduel de A). Alors, l'extension (FracA)/k a la
propriété de Epp.
Démonstration.  (i) Par hypothèse, Lp
∞
⊂ K
se´p
. Comme le orps Lp
∞
est parfait, on en déduit
que Lp
∞
⊂ (K
se´p
)p
∞
= (Kp
∞
)
se´p
⊂ k
se´p
, où l'égalité résulte du lemme préédent.
(ii) Toute extension étale a tautologiquement la propriété de Epp. D'après (i), il reste à onsidé-
rer le as d'une extension radiielle K/k. Si elle est de hauteur ≤ r, on a Kp
r
⊂ k et en partiulier
Kp
∞
⊂ k ⊂ k
se´p
.
(iii) Soit A = k[[x1, . . . , xd]] et K son orps des frations. Montrons que K
p∞ = kp
∞
. Comme
K est ontenu dans k((x1, . . . , xd−1))((xd)), on se ramène par réurrene au as où d = 1.
Tout élément non nul de k((t))p
∞
a une valuation inniment p-divisible don nulle, de sorte
que k((t))p
∞
− {0} est ontenu dans k[[t]]× et nalement dans kp
∞
par un alul immédiat.
(iv) Cela résulte des observations préédentes et du théorème de struture de Cohen.
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5.3.4.  Soit k0 = k
p∞
le sous-orps parfait maximal du orps résiduel k de A et notons
W0 =W (k0) l'anneau des veteurs deWitt orrespondant. Il résulte du théorème de Cohen que l'on
a un morphisme X := Spec(A)→ S0 := Spec(W0) relevant l'inlusion k0 →֒ k ([ÉGA 0iv 19.8.6℄).
Pour tout point maximal p de la bre spéiale Xp, l'anneau de valuation disrète Ap a pour
orps résiduel FracA/p, où A/p est un anneau omplet intègre noethérien de orps résiduel k.
D'après 5.3.3.b (i) & (iv), l'extension Frac(A/p)/k0 satisfait don l'hypothèse du théorème de
Epp. Les idéaux p étant en nombre ni et la onlusion du théorème de Epp (5.3.1 et 5.3.2)
étant stable par hangement de base ni ('est un résultat de lissité formelle), il existe don un
hangement de base ni S′0 = Spec(W
′
0)→ S0 tel que la bre spéiale du produit bré normalisé
X ′ := (X ×S0 S
′
0)
ν = Spec(A′) soit réduite en ses points maximaux. (On utilise le fait que les
points maximaux de la bre spéiale de X ′ → S′0 se trouvent au-dessus des points maximaux de
la bre spéiale de X → S0 ; f. p. ex. [ÉGA 0iv 16.1.6℄.)
D'après le lemme suivant, la bre spéiale est alors réduite.
Lemme 5.3.4.a.  Soit X un shéma noethérien normal. Tout diviseur de Cartier eetif gé-
nériquement réduit est réduit.
5.3.5.  Notons k′0 le orps résiduel de W
′
0, ni sur k0, ̟
′
une uniformisante de W ′0, et onsidé-
rons une omposante onnexe X ′′ = Spec(A′′) de X ′. Soit k′′ son orps résiduel, ni sur k. L'in-
lusion k′0 →֒ k
′′
déduite du morphisme X ′′ → S′ est formellement lisse, ar k′0 est parfait, don se
relève d'après [ÉGA 0
iv
19.7. 1 et 2℄ en un morphisme formellement lisse W ′0 → I
′′
où I ′′ est un
anneau loal omplet noethérien. Cet anneau est un anneau de valuation disrète. L'anneau A′′/̟′
étant réduit (et équidimensionel de dimension d− 1 de orps résiduel k′′), il existe d'après le théo-
rème de Cohen-Gabber (7.1), un relèvement (k′0-linéaire) k
′′ →֒ A′′/̟′ et des éléments x1, . . . , xd−1
dans l'idéal maximal de A′′/̟′ tels que le morphisme induit k′′[[t1, . . . , td−1]]→ A
′′/̟′, envoyant
l'indéterminée ti sur xi, soit ni, génériquement étale en haut et en bas.
Par lissité formelle de W ′0 → I
′′
, le morphisme omposé I ′′ → k′′ → A′′/̟′ se relève en un W ′0-
morphisme I ′′ → A′′. En relevant les xi dans A
′′
, ela nous permet de onstruire un morphisme
A′′0 := I
′′[[t1, . . . , td−1]] → A
′′
, ni injetif (f. p. ex. [ÉGA 0
iv
19.8.8 (démonstration)℄), étale
au-dessus du point générique de la bre spéiale.
Notons K ′′ le orps des frations de A′′.
5.4.  Le but de e paragraphe est de démontrer la proposition suivante :
Proposition 5.4.1.  Les groupes HN (Spec(K ′′)e´t,Z/p) sont nuls pour N > dim(A)+dimp(k).
Remarquons que dim(A) = dim(A′′) et que dimp(k) = dimp(k
′′).
Soit N omme i-dessus et onsidérons une lasse c ∈ HN (Spec(K ′′)e´t,Z/p). Nous allons om-
mener par montrer que c s'étend à un grand ouvert :
Lemme 5.4.2.  Il existe un ouvert U ⊂ X ′′ ontenant les points maximaux de la bre spéiale
et une lasse cU ∈ H
N (Ue´t,Z/p) s'envoyant sur c par restrition à Spec(K
′′).
Démonstration du lemme.  Soit p un point maximal de la bre spéiale Spec(A′′/̟′). L'anneau
A′′ étant normal, le loalisé A′′p est un anneau de valuation disrète. Soit K
′′h
p le orps des frations
de l'hensélisé de A′′p et cp la restrition de c à Spec(K
′′h
p). Il résulte du théorème de Kat (2.3.1) que
l'on a cdp(K
′′h
p) = 1+dimp(FracA
′′/p). D'après 4.a, on a don cdp(K
′′h
p) ≤ dim(A
′′)+dimp(k
′′) <
N , de sorte que cp = 0. Joint au lemme i-dessous, ela montre que la lasse c appartient à l'image
du morphisme de restrition HN (Spec(A′′p)e´t,Z/p) → H
N (Spec(K ′′)e´t,Z/p). Il existe don, pour
haque p omme i-dessus, un ouvert Up de X
′′
ontenant p et une lasse Cp sur Up induisant
c sur Spec(K). Quitte à rétréir es ouverts, on peut utiliser indutivement la suite exate de
Mayer-Vietoris pour reoller es Cp en une lasse CU sur U = ∪Up.
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Lemme 5.4.3.  Soit A un anneau de valuation disrète et notons K son orps des frations.
Considérons Ah son hensélisé, Kh son orps des frations et c ∈ HN (Spec(K)e´t,Z/n), où (n,N) ∈
N2. Si l'image de c dans HN (Spec(Kh)e´t,Z/n) est nulle, la lasse c appartient à l'image du
morphisme de restrition HN (Spec(A)e´t,Z/n)→ H
N (Spec(K)e´t,Z/n).
Démonstration.  Le morphisme Spec(Ah) → Spec(A) induisant un isomorphisme sur les
loalisations strites et un isomorphisme au-dessus du point fermé s de Spec(A), on voit
failement d'après [SGA4 v 6.4 et 6.5℄ et [SGA4 viii 5.2℄ que le morphisme d'adjontion
RΓ{s}(Spec(A)e´t,Z/n)→ RΓ{sh}(Spec(A
h)e´t,Z/n) (où s
h
est le point fermé de Spec(Ah)) est un
isomorphisme. Le morphisme de suites exates
HN (Spec(A)e´t,Z/n)

// HN (Spec(K)e´t,Z/n)

// HN+1{s} (Spec(A)e´t,Z/n)
isom.

HN (Spec(Ah)e´t,Z/n) // HN (Spec(Kh)e´t,Z/n) // H
N+1
{sh}
(Spec(Ah)e´t,Z/n)
permet alors de onlure.
Revenons à la démonstration de 5.4.1. On peut supposer d ≥ 2, sans quoi le résultat est déjà
onnu. Notons π : X ′′ = Spec(A′′) → X ′′0 = Spec(A
′′
0 ) le morphisme onsidéré en 5.3.5. Il est
ni et étale au-dessus du omplémentaire d'un fermé Fπ de X
′′
0 ne ontenant pas la bre spéiale
(au-dessus de S′0). Notons Fc le fermé π(X
′′ − U) ⊂ X ′′0 , où U est omme en 5.4.2, et posons
F := Fπ ∪ Fc. Par hypothèse, F est ontenu dans le lieu d'annulation d'une fontion f ∈ A
′′
0 telle
que f /∈ (̟′). Ainsi, d'après 4.3 (ii) et (i) (appliqué à κ = I ′ et m = (̟′)), on peut supposer que
f appartient à I ′[[x1, . . . , xd−2]][xd−1] et est unitaire en xd−1.
De même qu'en égale aratéristique, il résulte du lemme 4.4 et du théorème 4.5 que l'on peut
algébriser le morphisme π : Spec(A′′)→ Spec(A′0) : il existe un diagramme artésien
X ′′ = Spec(A′′)
π

// X˜ ′′ = Spec(A˜′′)
ni, gén. étale

X ′′0 = Spec(A
′′
0 ) // X˜ ′′0 = Spec(A˜
′′
0 )
où A˜′′0 est I
′′[[x1, . . . , xd−2]]{xd−1}.
La paire (X˜ ′′, V (f)) est hensélienne, ar (X˜ ′′0 , V (f)) l'est, de sorte qu'il résulte du théorème de
omparaison de Fujiwara-Gabber ([Fuj95℄, 6.6.4) que le morphisme
HNe´t(X˜
′′ − V (f),Z/p)→ HNe´t(X
′′ − V (f),Z/p)
est un isomorphisme. Ainsi, la lasse c ∈ HN (Spec(K ′′)e´t,Z/p), qui a été préalablement éten-
due à X ′′ − V (f), provient, par restrition, d'un élément de HNe´t(X˜
′′ − V (f),Z/p). Soient
K˜ ′′ le orps des fontions rationnelles du shéma intègre X˜ ′′ et L le orps des frations de
l'anneau I ′′[[x1, . . . , xd−2]]. L'extension K˜ ′′/L est de degré de transendane un de sorte que
cdp(K˜ ′′) ≤ 1 + cdp(L) (2.3.2). D'après l'hypothèse de réurrene, on sait d'autre part que
cdp(L) ≤ (dim(A
′′) − 1) + dimp(k
′′). Finalement, cdp(K˜) ≤ dim(A) + dimp(k) et c, qui ap-
partient à l'image de HN (Spec(K˜ ′′)e´t,Z/p) → H
N (Spec(K ′′)e´t,Z/p) est nul. (Rappelons que
N > dim(A) + dimp(k).)
Cei ahève la démonstration de la proposition 5.4.1.
SoientK0 (resp. K
′
0) le orps des fontions de S0 (resp. S
′
0). Par onstrution, il résulte de 5.4.1
que les groupes de ohomologieHN (Spec(K⊗K0K
′
0)e´t,Z/p) sont nuls pour N > dim(A)+dimp(k).
Corollaire 5.4.4.  Soit K0 une lture séparable de K0. Les groupes H
N (Spec(K ⊗K0
K0)e´t,Z/p) sont nuls pour N > dim(A) + dimp(k).
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Démonstration.  Soit en eet W˜/W ′0 une extension nie. La bre spéiale du morphisme
Spec(A′ ⊗W ′
0
W˜ )→ Spec(W˜ ) est enore réduite, de sorte que l'on peut appliquer le théorème de
Epp et la proposition préédente pour en déduire la nullité de HN (Spec(K ⊗K0 Frac(W˜ ))e´t,Z/p).
On passe alors à la limite.
Proposition 5.4.5.  Soient A, K, k et p omme dans 1.2. Supposons A normal, omplet de
aratéristique mixte. On a alors l'inégalité :
cdp(K) ≤ dim(A) + dimp(k) + 2.
Nous utiliserons le lemme élémentaire suivant :
Lemme 5.4.6.  Soient K un orps, N un entier et p un nombre premier. Supposons que pour
toute extension nie séparable L de K on ait HM (Spec(L)e´t,Z/p) = 0 pour tout M > N . Alors,
cdp(K) ≤ N .
Démonstration du lemme.  Soient K une lture séparable de K et H un p-Sylow de
Gal(K/K) =: GK . On a l'égalité cdp(GK) = cdp(H) ([Ser94℄, hap. I, 3.3, orollaire
1). Puisque que H est un p-groupe, cdp(H) est le plus grand entier D (s'il existe) tel que
HM (H,Z/p) = 0 pour tout M > D (lo. it., 4, proposition 21). Or, pour haque M , le groupe
HM (H,Z/p) = HM (K
H
,Z/p) est une olimite de groupes HM (L,Z/p) ave L/K nie étale. Sous
nos hypothèses, les termes de ette olimite sont tous nuls pour M > N de sorte que cdp(H) ≤ N
omme esompté.
Démonstration de la proposition.  Rappelons que le orps K0 est un orps loal à orps résiduel
parfait de sorte que cdp(K0) ≤ 2 (lo. it., hap. II, 4.3). Cette observation, jointe au résultat
l'annulation 5.4.4, permet de déduire de la suite spetrale
Ei,j2 = H
i(GK0 ,H
j
e´t(K ⊗K0 K0,Z/p))⇒ H
i+j
e´t (K,Z/p)
l'annulation des groupes HNe´t(K,Z/p) pourN > dim(A)+dimp(k)+2. Cei étant également valable
pour les extensions nies de K, on peut utiliser le lemme i-dessus pour onlure.
5.5. Fin de la démonstration.  Fixons d et r deux entiers et onsidérons le plus petit entier
N tel que pour tout A omme en 5.4.5, de dimension d et de orps résiduel de p-dimension r, on
ait cdp(FracA) ≤ N . On a vu i-dessus qu'un tel entier N existe (et est inférieur à d + r + 2).
D'après le lemme 5.4.6, il existe un anneau A omme i-dessus, de orps des frations K tel que
HN (Spec(K)e´t,Z/p) 6= 0. Supposons par l'absurde N > d+ r. D'après les résultats du paragraphe
5.3, il existe alors une extension nie L/K telle que HNe´t(L,Z/p) = 0. Ce groupe est isomorphe
à HNe´t(K, Ind
L
K(Z/p)). La surjetion anonique Ind
L
K(Z/p) ։ Z/p de modules galoisiens (donnée
par la trae) induit ii, puisqu'il n'y a pas de ohomologie en degré ≥ N + 1, une surjetion
0 = HNe´t(L,Z/p)։ H
N
e´t(K,Z/p)
sur les groupes de ohomologie. Contradition.
6. Le as d'un ouvert de A[p−1]
Dans ette setion, on démontre le théorème suivant :
Théorème 6.1.  Soit A un anneau hensélien exellent intègre de orps résiduel k de araté-
ristique p > 0 et de orps des frations de aratéristique nulle. Alors, pour tout ouvert non vide
ane U ⊂ Spec(A[p−1]), on a :
dim.coh.p(Ue´t) = dim(A) + dimp(k).
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Rappelons que pour tout topos T on note dim.coh.p(T ) le plus grand entier d tel que H
d(T,F ) 6=
0 pour au moins un faiseau de p-torsion F (f. [SGA4 x 1℄ et [SGA4 ix 1.1℄).
On majore dim.coh.p(Ue´t) en proédant omme plus haut (f. 6.3). Pour minorer dim.coh.p(Ue´t),
on se ramène au as où U est le point générique par une astue de globalisation d'une lasse de
ohomologie après un revêtement ramié de degré 2 (f. 6.2.1).
6.2. Minoration.  Soient A, k omme en 6.1 ; posons r = dim(A)+dimp(k) que l'on suppose
ni pour simplier. On peut supposer A normal ar d'une part A est japonais et d'autre part,
pour tout morphisme ni A → A′, on a dim.coh.p(A) ≥ dim.coh.p(A
′). Soit ξ un point maximal
de V (p) ⊂ Spec(A). Notons Khξ le orps des frations de l'hensélisé de l'anneau de valuation
disrète Aξ. Par hypothèse, dimp(K
h
ξ ) = r de sorte qu'il existe une extension nie K
′/Khξ telle
que µp ⊂ K
′
et Hr(K ′,Z/p) 6= 0 (f. 5.4.6). L'extension (séparable) K ′/Khξ peut être dénie par
un polynme irrédutible unitaire à oeients dans Khξ . Par uniité de l'extension de la norme
de Khξ à sa lture séparable, le lemme de Krasner est appliable et l'on peut don approximer les
oeients de e polynme par des éléments de K de sorte que l'extension K ′/Khξ soit dénie sur
K. Quitte à remplaer A par sa normalisation dans ette extension, on peut don supposer que
Hr(Khξ , µ
⊗r
p ) 6= 0. D'après les résultats de K. Kat ([Kat82℄, théorème 1), e groupe est engendré
par les symboles ; en partiulier, il existe des éléments ϕ1, . . . , ϕr ∈ (K
h
ξ )
×
tels que la lasse
c = χϕ1 ∪ · · · ∪ χϕr ∈ H
r(Khξ , µ
⊗r
p )
soit non nulle. Ci-dessus, χϕi est l'image de ϕi par le omposé (K
h
ξ )
× → (Khξ )
×/(Khξ )
×p →
H1(Khξ , µp).
Remarquons que l'anneau Ahξ étant hensélien, il existe un entier N tel que
(⋆) 1 +mNξ ⊂ (1 +mξ)
p
dans et anneau. Il en résulte immédiatement que l'on peut approximer les ϕi par des éléments de
K sans hanger les χϕi .
On va montrer dans la proposition suivante qu'il existe une lasse de ohomologie dans
Hr(Spec(A[p−1]),F ), où F est un Z/p-faiseau, non nulle en restrition au orps des frations.
La minoration désirée (pour tout ouvert ane non vide U omme dans l'énoné du théorème)
s'en déduit immédiatement.
Proposition 6.2.1 ([Gab06℄).  Soient A, ξ et c omme i-dessus. Pour tout voisinage ouvert
W ⊂ Spec(A) de ξ, il existe un morphisme surjetive, ni et plat de rang 2, π : U ′ → U :=
Spec(A[p−1]), tel que si l'on note j′ l'immersion ouverte (W ∩U)′ := π−1(W ∩U) →֒ U ′, il existe
également une lasse c′ ∈ Hr(U ′, j′!µ
⊗r
p ) telle que π soit (étale et) déomposé sur U
h
ξ := Spec(K
h
ξ )
U ′ ×U U
h
ξ ≃ U
h
ξ
∐
Uhξ ,
de telle façon que c′ induise par restrition (c,−c) sur Uhξ
∐
Uhξ .
Il sut de démontrer la proposition dans le as partiulier où r = 1. Remarquons tout d'abord
à ette eet que si la onlusion de la proposition est vraie pour un ouvert W0, elle l'est pour tout
ouvertW le ontenant. Quitte à rétréirW , on peut don supposer les fontions ϕi inversibles sur
W ∩ U . Le produit (f. p. ex. [SGA4,5 Cyle 1.2.4℄)
H1((W ∩ U)′, µp)⊗ · · · ⊗H
1((W ∩ U)′, µp)⊗H
1(U ′, j′!µp)→ H
r(U ′, j′!µ
⊗r
p )
χϕ2 ⊗ · · · ⊗ χϕr ⊗ c
′
1 7→ c
′
fournit une lasse c′ à partir du as r = 1 et des symboles assoiés aux r − 1 dernières fontions.
Supposons W = Spec(A[h−1]). Quitte à diviser ϕ par une puissane de hp, on peut supposer
que ϕ−1 s'étend en une fontion ψ sur U , divisible par h2. Enn, quitte à multiplier ϕ par une
puissane onvenable de pp (inversible sur U), on peut également supposer que vξ(ϕ) ≥ N .
Considérons le revêtement U ′0 de U déni par l'équation :
f(X) := X2 − (ψ + 2)X + 1 = 0.
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Observons dès maintenant que la fontion X est inversible sur OU ′0 . Le polynme unitaire g(X) :=
ϕ2f(Xϕ ) = X
2−(1+2ϕ)X+ϕ2 (ongru à X(X−1) modulo mξ) satisfait aux onditions g(1) ∈ (ϕ)
(resp. g(ϕ2) ∈ (ϕ3)) et g′(1) ∈ A×ξ (resp. g
′(ϕ2) ∈ A×ξ ) ; le polynme f possède don deux raines
x et x′ dans Khξ telles que x ≡ ϕmod (ϕ
2) et x′ ≡ ϕ−1mod (1). Il existe don a ∈ Ahξ tel que
x = ϕ(1+aϕ) ; par hypothèse sur ϕ et N , (1+aϕ) ∈ Kh×ξ
p
, de sorte que χx = χϕ dans H
1(Khξ , µp).
Il en résulte immédiatement que χx′ = −χϕ. Soit U
′
le normalisé de U ′0 dans U
′[ 1h ] ; puisque par
hypothèse h2 divise (dans OU ′0) ψ, ainsi don que son multiple (X − 1)
2
, on a h|X − 1 dans OU ′ .
La fontion X est don une setion sur U ′ du faiseau GmU ′,V (h) := Ker
(
GmU ′ → i∗GmV (h)
)
, où
l'on note i l'immersion fermée V (h) →֒ U ′. Soit j′ l'immersion ouverte omplémentaire. Puisque p
est inversible sur U ′, on a une suite exate
1→ j′!µp → GmU ′,V (h)
f 7→fp
→ GmU ′,V (h) → 1.
qui étend la suite exate usuelle de Kummer sur Khξ . L'image de X par le morphisme obord est
la lasse de ohomologie c′ reherhée.
6.3. Majoration.  On proède par réurrene sur dim(A). Le as de la dimension 1 est dû
à K. Kat. Le théorème de Lefshetz pour les morphismes anes de type ni entre Q-shémas
exellents ([SGA4 xix 6.1℄), nous ramène (grâe à l'hypothèse de réurrene) au as partiulier où
U = Spec(A[p−1]). La méthode de la trae ([SGA4 ix 5.6℄) nous ramène à montrer l'annulation de
Hn(Spec(A[p−1]),Z/p) pour n > dim(A) + dimp(k) =: r. On peut également supposer A normal
et omplet. Soit k0 le sous-orps parfait maximal de k. Comme rappelé i-dessus (5.3), il existe
une extension nie W ′/W (k0) telle que le morphisme Spec(A ⊗W (k0) W
′)ν → Spec(W ′) ait une
bre spéiale réduite. Proédant omme en 5.4, le résultat pour A[p−1]⊗W (k0)W
′
se ramène par
algébrisation au résultat analogue dans le as partiulier où A est l'hensélisation d'une algèbre de
type ni sur un anneau (loal exellent) B de dimension un de moins, et que l'extension résiduelle
pour A/B est nie. D'après le théorème de Lefshetz ane (f. op. it.), ela résulte de l'hypothèse
de réurrene. La onlusion étant également valable pour les extensions nies de W ′, on a don :
Hn(A[p−1]⊗K0 K0,Z/p) = 0 ∀n > r,
où l'on note K0 = FracW (k0).
Puisque cdp(K0) ≤ 2, il s'en suit que pour tout Fp[GK0 ]-module V , et tout n > r + 2, on a
Hn(A[p−1], V ) = 0. Comme en 5.5, on observe que pour tout tel V , il existe une surjetion V ′ ։ V
où V ′ est une somme direte d'induites de représentations triviales de petits ('est-à-dire ontenus
dans GFracW ′) sous-groupes ouverts. Pour un tel V
′
on onnaît le résultat d'annulation pour
n > r. L'annulation du Hn pour V se ramène don à l'annulation du Hn+1 pour Ker(V ′ ։ V ).
On obtient la majoration désirée en proédant ainsi une fois de plus.
7. Appendie : le théorème de struture de Cohen-Gabber
Théorème 7.1 ([Gab05a℄, lemme 8.1).  Soit A un anneau loal omplet noethérien réduit,
d'égale aratéristique p > 0, équidimensionel de dimension d et de orps résiduel k. Il existe
un sous-anneau A0 de A, isomorphe à k[[t1, . . . , td]], tel que A soit ni sur A0, sans torsion
et génériquement étale. De plus, le morphisme A0 → A induit un isomorphisme sur les orps
résiduels.
Ce résultat apparaît expliitement omme hypothèse (dans le as intègre) dans [ÉGA 0
iv
21.9.5℄.
La démonstration du théorème, tirée de [Gab05a℄, oupe le reste de ette setion.
7.2.  Soient t1, . . . , td ∈ A un système de paramètres, {bi}i∈I une p-base de k = A/mA, {βi}i∈I
des relèvements des bi dans A (que nous hangerons par la suite), et κ ⊂ A le orps de représentants
orrespondant (f. [Bourbaki, A.C. hap. ix, 2, N°2 ℄).
Notons C l'ensemble des omposantes irrédutibles de A, {℘α}α∈C l'ensemble des idéaux pre-
miers minimaux de Spec(A), et Aα := A/℘α l'anneau intègre de dimension d orrespondant à la
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omposante irrédutible α. L'anneau A étant réduit, on a (0) = ∩α℘α ; 'est une déomposition
primaire réduite : ∀α,∩β 6=α℘β ( ℘α.
Pour tout ensemble ni e ⊂ I, posons κe := κ
p(βi, i /∈ e) ⊂ κ. Les trois propriétés suivantes
sont évidentes :
(⋆) [κ : κe] < +∞, κe∪e′ ⊂ κe ∩ κe′ et ∩e⊂I κe = κ
p.
7.3.  Pour simplier les notations, xons α ∈ C et posons B = Aα, L son orps des frations
et τi l'image de ti ∈ A dans B par la surjetion anonique. Considérons les anneaux suivants :
Rκ = κ[[τ1, . . . , τd]] ⊂ B,
Lκ = FracRκ ⊂ L,
Rκ,e = κe[[τ
p
1 , . . . , τ
p
d ]] ⊂ Rκ,
Lκ,e = FracRκ,e ⊂ Lκ;
les morphismes d'inlusion sont nis (f. p. ex. [ÉGA 0
IV
19.8.8℄, démonstration). Les τi i-
dessus sont analytiquement indépendants sur κ : Rκ est un anneau de séries formelles.
D'après [Mat89℄, 30, lemme 6, et l'analogue de (⋆) pour les sous-orps Lκ,e de Lκ, on a l'égalité
rangLΩ
1
L/Lκ,e
= rangLκΩ
1
Lκ/Lκ,e
,
dès que l'ensemble ni e est susamment grand.
En partiulier, on peut supposer ette égalité valable pour haque omposante irrédutible α.
Le terme de gauhe est le rang (générique) du B-module Ω1B/Rκ,e ; remarquons que d'après
[ÉGA 0
IV
21.9.4℄, Ω1B/Rκ,e s'identie au module Ω̂
1
B/κe
des formes diérentielles ontinues. Le
terme de droite est le rang du Rκ,e-module libre Ω
1
Rκ,e/Rκ
. Ce dernier est égal à d+ rangκΩ
1
κ,κe =
d+ |e| de sorte que l'on a :
(7.a) rangBΩ̂
1
B/κe
= d+ |e|
Lemme 7.3.1.  Pour tout idéal non nul I de B, l'ensemble des d(i)⊗B L, pour i ∈ I, est une
famille génératrie du L-espae vetoriel Ω̂1B/κe ⊗B L.
Démonstration. En eet, si i0 ∈ I est non nul et si l'on pose v0 = d(i0), l'ensemble d(Bi) =
{bv0 + i0db, b ∈ B} ontient v0 et est générateur puisque l'ensemble des db l'est.
7.4.  Supposons e hoisi omme i-dessus et d > 0 sans quoi le théorème est trivial. Identions
l'ensemble C des omposantes irrédutibles de Spec(A) à l'ensemble {1, . . . , c}, et notons pour
tous i ∈ e et j ∈ {1, . . . , c}, βi,j l'image dans Aj = A/℘j de βi ∈ A. (Rappelons que les βi font
partie d'une p-base de κ ⊂ A.) Fixons 0 ≤ j ≤ c−1 et supposons qu'il existe des éléments {mi}i∈e
dans mA tels que les images des éléments βi + mi dans haun des anneaux A1, . . . , Aj ait des
diérentielles linéairement indépendantes (dans Ω1A1/Rκ,e ⊗A1 FracA1, . . ., Ω
1
Aj/Rκ,e
⊗Aj FracAj ,).
(Pour j = 0, ette ondition est vide.) Vérions qu'il en est de même pour j+1. On peut supposer
que les mi (i ∈ e) sont nuls ; nous le ferons pour simplier les notations. An de ne pas altérer
les hoix préédents sur les omposantes A1, . . . , Aj , on onsidère l'idéal ℘1 ∩ · · · ∩ ℘j = Ker(A→
A1 × · · · × Aj). Comme rappelé plus haut, ℘1 ∩ · · · ∩ ℘j ( ℘j+1 de sorte que son image dans
B := A/℘j+1 est un idéal non nul. Si j > 0, nous noterons I son image ; si j = 0, posons I = mB.
D'après les résultats du paragraphe préédent, rangBΩ̂
1
B/κe
= d + |e| ≥ |e| et la famille d(I) est
génératrie dans Ω̂1B/κe ⊗B L (où L = FracB). Il existe don des éléments m
′
i ∈ I, i ∈ e, tels que
les diérentielles des éléments d(βi,j+1 + m
′
i), i ∈ e, soient linéairement indépendantes. Il sut
alors de relever les m′j dans ℘1 ∩ · · · ∩ ℘j ⊂ mA si j > 0, ou simplement dans mA si j = 0, pour
obtenir les éléments souhaités.
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7.5.  D'après les résultats des deux paragraphes préédents, il existe un ensemble ni e tel
que pour haque omposante irrédutible B de A on ait rangBΩ̂
1
B/κe
= d+ |e| et d'autre part des
éléments β′i, i ∈ e, relevant les bi, dont les diérentielles sont linéairement indépendantes dans es
groupes. Si l'on onsidère le orps κ′ := κp(βi, i /∈ e;β
′
i, i ∈ e) = κe(βi, i ∈ e) ⊂ A, elui-i s'envoie
isomorphiquement sur k par la surjetion anonique A→ k = A/mA et l'on a
rangBΩ̂
1
B/κ′ = d
pour toute omposante irrédutible B de A. Pour simplier les notations nous noterons e nouveau
orps de représentants κ.
Le A-module Ω̂1A/κ étant de rang (générique) d sur haque omposante irrédutible, on
montre en proédant omme préédemment, qu'il existe des éléments f1, . . . , fd de A tels que
les d(fi mod℘α) ⊗Aα FracAα forment une base de Ω̂
1
Aα/κ
⊗Aα FracAα pour haque omposante
irrédutible Aα. Quitte à les multiplier par une puissane p-ième d'un élément non nul appartenant
à mA, on voit que l'on peut les supposer dans mA. Rappelons que l'on a hoisi un système de
paramètres t1, . . . , td dans A, de sorte qu'en partiulier, omme rappelé plus haut, le morphisme
A/k[[t1, . . . , td]] est ni.
Posons, pour i ∈ [1, d],
t′i := t
p
i (1 + fi).
Soit A0 le sous-anneau κ[[t
′
1, . . . , t
′
d]] de A. Le morphisme A/A0 est ni : ela résulte du fait que les
éléments 1+fi sont des unités de A. Il est génériquement étale sur haque omposante irrédutible
ompte tenu de l'hypothèse sur les éléments fi et de la formule
d(t′i) = t
p
i dfi.
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